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Líi c£m ìn

Luªn v«n n y �÷ñc thüc hi»n t¤i Tr÷íng �¤i håc Khoa håc � �¤i håc
Th¡i Nguy¶n v  ho n th nh d÷îi sü h÷îng d¨n cõa TS. Ngæ Thà Ngoan.
T¡c gi£ xin �÷ñc b y tä láng bi¸t ìn ch¥n th nh v  s¥u sc tîi ng÷íi h÷îng
d¨n khoa håc cõa m¼nh, ng÷íi �¢ �°t v§n �· nghi¶n cùu, d nh thíi gian
h÷îng d¨n v  tªn t¼nh gi£i �¡p nhúng thc mc cõa t¡c gi£ trong suèt qu¡
tr¼nh l m luªn v«n.

T¡c gi£ công �¢ håc tªp �÷ñc r§t nhi·u ki¸n thùc chuy¶n ng nh bê ½ch
cho cæng t¡c v  nghi¶n cùu cõa b£n th¥n. Tæi xin b y tä láng c£m ìn s¥u
sc tîi c¡c th¦y gi¡o, cæ gi¡o �¢ tham gia gi£ng d¤y lîp Cao håc To¡n;
Nh  tr÷íng v  c¡c pháng chùc n«ng cõa Tr÷íng; Khoa To¡n � Tin, tr÷íng
�¤i håc Khoa håc � �¤i håc Th¡i Nguy¶n �¢ quan t¥m v  gióp �ï t¡c gi£
trong suèt thíi gian håc tªp t¤i tr÷íng.

T¡c gi£ công xin gûi líi c£m ìn tîi tªp thº lîp Cao håc To¡n K12B �¢
luæn �ëng vi¶n v  gióp �ï t¡c gi£ r§t nhi·u trong qu¡ tr¼nh håc tªp v  l m
luªn v«n.

Cuèi còng, tæi xin gûi líi c£m ìn ch¥n th nh tîi gia �¼nh, b¤n b± �¢
gióp �ï v  t¤o �i·u ki»n tèt nh§t cho tæi khi håc tªp v  nghi¶n cùu.

Th¡i Nguy¶n, th¡ng 7 n«m 2020
T¡c gi£

Nguy¹n Thà Luªn
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Líi mð �¦u

Luªn v«n câ möc �½ch t¼m hiºu v· hai b i to¡n cüc trà v· �a thùc thu¦n
nh§t. C¡c b i to¡n n y câ c¡c líi gi£i �ìn gi£n cho �a thùc mët ho°c hai
bi¸n v  trð n¶n phùc t¤p v  thó và vîi �a thùc ba ho°c nhi·u bi¸n. Ta s³
t¼m hiºu v· mët hå c¡c �a thùc �èi xùng thu¦n nh§t ba bi¸n nh÷ vi»c gi£i
quy¸t nhúng b i to¡n tr¶n v  tr¼nh b y c¡c t½nh ch§t thó và kh¡c cõa hå
�a thùc n y. V½ dö: C¡c h» sè cõa chóng l  c¡c sè nguy¶n câ thº �÷ñc biºu
thà d÷îi d¤ng têng cõa c¡c h» sè nhà thùc v  sð húu mët t½nh ch§t chia
h¸t. Hìn núa, c¡c �a thùc n y �÷ñc k¸t nèi �ìn gi£n vîi mët tªp hñp c¡c
�a thùc �÷ñc sinh ra nh÷ nhúng v½ dö sharp trong nghi¶n cùu v· ¡nh x¤
�a thùc ri¶ng giúa c¡c h¼nh c¦u trong khæng gian Euclide phùc.

Nhi·u k¸t qu£ hay trong to¡n håc minh håa cho nguy¶n lþ heuristic r¬ng
nhúng �èi t÷ñng thäa m¢n mët sè �i·u ki»n cüc trà câ c¡c t½nh ch§t r§t
�°c bi»t. Chóng ta câ mët v i minh håa cì b£n cõa nguy¶n lþ n y, ch¯ng
h¤n: Trong sè t§t c£ c¡c h¼nh chú nhªt câ còng chu vi, h¼nh câ di»n t½ch
lîn nh§t l  mët h¼nh vuæng. Mët v½ dö t÷ìng tü, r¬ng �ë d i L cõa mët
�÷íng cong k½n trong m°t ph¯ng v  di»n t½ch A cõa mi·n ph¯ng giîi h¤n
bði L luæn thäa m¢n b§t �¯ng thùc 4πA ≤ L2. �÷íng cong cüc trà m 
�¯ng thùc �¤t �÷ñc �â l  �÷íng trán.

�èi vîi b§t ký �a thùc p, h¤ng cõa p, kþ hi»u l  R(p), l  sè �ìn thùc
ph¥n bi»t xu§t hi»n trong p vîi h» sè kh¡c khæng. �· t i �°t ra möc �½ch
t¼m hiºu hai c¥u häi sau �¥y v· �a thùc thu¦n nh§t:

C¥u häi 1. Trong t§t c£ c¡c �a thùc �èi xùng thu¦n nh§t p bªc m tho£

m¢n p = sq vîi q l  �¦y �õ, h¤ng b² nh§t câ thº cõa p l  g¼? C¡c �a thùc

câ h¤ng b² nh§t n y l  c¡c �a thùc n o?

C¡c �a thùc nh÷ vªy l  �a thùc �èi xùng cüc trà. C¥u häi 1 câ li¶n quan
�¸n c¥u häi sau:
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C¥u häi 2. Trong sè t§t c£ c¡c �a thùc thu¦n nh§t p bªc m tho£ m¢n

p = sq vîi q l  �¦y �õ, h¤ng nhä nh§t cõa p câ thº l  bao nhi¶u? C¡c �a

thùc câ h¤ng b² nh§t n y l  c¡c �a thùc n o?

C¡c �a thùc nh÷ vªy l  �a thùc sharp.
�èi vîi �a thùc mët bi¸n, nhúng c¥u häi n y khæng thó và bði v¼ méi

�a thùc kh¡c khæng thu¦n nh§t bªc m ch¿ l  mët bëi cõa xm v  do �â nâ
câ h¤ng b¬ng 1. �èi vîi �a thùc hai bi¸n, c¥u tr£ líi công kh¡ �ìn gi£n.
Nëi dung ch½nh luªn v«n �i s¥u v o vi»c t¼m hiºu c¥u tr£ líi cho c¡c c¥u
häi tr¶n �èi vîi �a thùc thu¦n nh§t ba bi¸n.

C§u tróc cõa luªn v«n gçm hai ch÷ìng. Trong Ch÷ìng 1 ta tr¼nh b y v·
�a thùc �èi xùng, �a thùc �èi xùng cüc trà hai bi¸n, �a thùc �èi xùng cüc
trà ba bi¸n v  sì �ç Newton biºu di¹n �a thùc ba bi¸n cho ta nhúng h¼nh
dung trüc quan v· �a thùc. �¥y công l  nhúng ki¸n thùc c¦n thi¸t phöc
vö cho vi»c tr¼nh b y c¡c nëi dung ti¸p theo cõa luªn v«n. Ch÷ìng 2 �÷ñc
bt �¦u b¬ng vi»c giîi thi»u v· mèi quan h» giúa c¥u häi tr¶n v  lþ thuy¸t
h m bi¸n phùc. Tø �â, h¼nh th nh hå �a thùc hai bi¸n duy nh§t fm(x, y)

vîi nhúng t½nh ch§t thó và. Tø �â, c¡c hå {Fm(x, y, z)}, {Sm(x, y, z)} �÷ñc
h¼nh th nh vîi mèi quan h» ch°t ch³, cho ta líi gi£i cõa hai c¥u häi tr¶n
trong tr÷íng hñp �°c bi»t.
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Ch÷ìng 1

�a thùc �èi xùng cüc trà v  sì �ç

Newton

1.1. �a thùc �èi xùng

Cho n ∈ N∗, tr¶n Nn ta �ành ngh¾a mët quan h» thù tü nh÷ sau: vîi hai
ph¦n tû tuý þ cõa Nn l  (a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) ta nâi (a1, . . . , an) ≤
(b1, . . . , bn) khi v  ch¿ khi ho°c (a1, . . . , an) = (b1, . . . , bn) ho°c ∃i ∈
{1, . . . , n} sao cho a1 = b1, . . . , ai−1 = bi−1, ai < bi. Quan h» thù tü
nh÷ tr¶n gåi l  quan h» thù tü tø �iºn. �¥y công l  mët quan h» thù
tü to n ph¦n. Ta quy ÷îc vi¸t (a1, . . . , an) < (b1, . . . , bn) câ ngh¾a l 
(a1, . . . , an) ≤ (b1, . . . , bn) v  (a1, . . . , an) 6= (b1, . . . , bn).

�ành ngh¾a 1.1.1. Cho A l  v nh giao ho¡n câ �ìn và v  �a thùc

f(x1, . . . , xn) ∈ A[x1, . . . , xn], gi£ sû

f(x1, . . . , xn) =
m∑
i=1

cix
ai1
1 . . . xainn ∈ A[x1, . . . , xn],

vîi ci ∈ A, ci 6= 0, i = 1, . . . ,m, (ai1, . . . , ain) ∈ Nn v  méi khi i 6=
j ta câ (ai1, . . . , ain) 6= (aj1, . . . , ajn). Khi �â ta sp tªp c¡c bë sè mô

{(ai1, . . . , ain)|i = 1, . . . ,m} theo quan h» thù tü tø �iºn theo chi·u gi£m

d¦n. Theo thù tü �â ta vi¸t l¤i �a thùc f , lóc n y ta nâi �a thùc f �÷ñc

sp theo lèi tø �iºn, khi �â h¤ng tû ùng vîi bë sè mô lîn nh§t �÷ñc gåi l 

h¤ng tû cao nh§t cõa f .

�ành ngh¾a 1.1.2. Cho A l  v nh giao ho¡n câ �ìn và v  f(x1, . . . , xn) ∈
A[x1, . . . , xn]. Ta nâi f l  mët �a thùc �èi xùng cõa n ©n n¸u f(x1, . . . , xn) =
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f(xν(1), . . . , xν(n)) vîi måi ph²p th¸ ν ∈ Sn (trong �â f(xν(1), . . . , xν(n)) câ

�÷ñc tø f(x1, . . . , xn) b¬ng c¡ch thay th¸ x1 bði xν(1), . . ., thay th¸ xn bði

xν(n)).

Ta nhc l¤i r¬ng, trong v nh A[x1, . . . , xn], tªp t§t c£ c¡c �a thùc �èi
xùng lªp th nh mët v nh con cõa v nh �â. C¡c ph¦n tû cõa A công l 
nhúng �a thùc �èi xùng. N¸u f(x1, . . . , xn) /∈ A l  �a thùc �èi xùng th¼
f(x1, . . . , xn) ph£i chùa c£ n ©n v  câ còng bªc �èi vîi méi ©n.

�ành ngh¾a 1.1.3. Trong v nh �a thùc A[x1, . . . , xn], x²t c¡c �a thùc �èi

xùng sau �¥y gåi l  c¡c �a thùc �èi xùng cì b£n cõa n ©n x1, . . . , xn

σ1 =
∑
1≤i≤n

xi

σ2 =
∑

1≤i<j≤n
xixj

. . .

σk =
∑

1≤i1<···<ik≤n
xi1xi2 · · · xik

. . .

σn =x1 · · ·xn.

C¡c �a thùc �èi xùng cì b£n �âng mët vai trá quan trång trong lþ
thuy¸t biºu di¹n �a thùc �èi xùng. Gi£ sû g(x1, . . . , xn) l  �a thùc �èi
xùng cõa A[x1, . . . , xn], khi �â �a thùc nhªn �÷ñc tø g(x1, . . . , xn) b¬ng
c¡ch thay x1 bði σ1..., thay xn bði σn �÷ñc k½ hi»u l  g(σ1, . . . , σn) v  gåi
l  �a thùc cõa c¡c �a thùc �èi xùng cì b£n. V  �a thùc g(σ1, . . . , σn) công
l  �a thùc �èi xùng.

�ành lþ 1.1.4. Gi£ sû f(x1, . . . , xn) ∈ A[x1, . . . , xn] l  �a thùc �èi xùng

kh¡c 0. Khi �â tçn t¤i duy nh§t �a thùc h(x1, . . . , xn) ∈ A[x1, . . . , xn] sao

cho f(x1, . . . , xn) = h(σ1, . . . , σn).

1.2. �a thùc �èi xùng cüc trà hai bi¸n

Cho s l  �a thùc �èi xùng cì b£n bªc nh§t n bi¸n. Ch¯ng h¤n vîi n = 2,
s(x, y) = x + y; khi n = 3 ta câ s(x, y, z) = x + y + z. Cho k mët sè
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nguy¶n khæng ¥m, ta kþ hi»u Vk l  khæng gian vectì c¡c �a thùc thu¦n
nh§t bªc k, n bi¸n vîi h» sè phùc, còng vîi �a thùc 0. Ta c¦n mët sè kh¡i
ni»m.

�ành ngh¾a 1.2.1. Mët �a thùc thu¦n nh§t q ∈ Vk �÷ñc gåi l  �¦y �õ

n¸u måi �ìn thùc bªc k, n bi¸n �·u xu§t hi»n trong q vîi h» sè kh¡c 0.

Ch¯ng h¤n, vîi n = 2 th¼ q1(x, y) = x3− x2y+ xy2− y3 l  �a thùc bªc
3 �¦y �õ, ng÷ñc l¤i q2(x, y) = x3 + y3 l  khæng �¦y �õ.

�ành ngh¾a 1.2.2. Cho p l  �a thùc n bi¸n, ta �ành ngh¾a h¤ng cõa p, kþ

hi»u l  R(p), l  sè c¡c �ìn thùc xu§t hi»n trong p vîi h» sè kh¡c khæng.

�èi vîi tr÷íng hñp �a thùc hai bi¸n, c¡c C¥u häi 1 v  C¥u häi 2 ta �·u
câ c¥u tr£ líi kh¡ rã r ng. Ta câ k¸t qu£ sau.

M»nh �· 1.2.3. Cho m ≥ 1, khi �â ta câ

p(x, y) = xm + (−1)m−1ym,

l  mët �a thùc sharp hai bi¸n. Hìn núa, n¸u m l´ th¼ p l  �a thùc �èi xùng

cüc trà.

Chùng minh. Ta câ nhªn x²t måi �ìn thùc hai bi¸n bªc m �·u khæng

câ th÷ìng �¦y �õ. Thªt vªy, gi£ sû ta câ �ìn thùc xayb m  câ th÷ìng
xayb

x+ y
= q(x, y) l  mët �a thùc �¦y �õ. Khi �â

xayb = (x+ y)q(x, y)

Thay y = 0 v o �¯ng thùc tr¶n, ta suy ra 0 = xq(x, 0). Do �â q(x, 0) = 0.

�i·u n y la væ lþ v¼ q(x, y) l  �a thùc �¦y �õ n¶n nâ chùa �ìn thùc d¤ng

xr, v  khi �â hiºn nhiºn q(x, 0) = cxr 6= 0 (vîi c n o �â).

Ta x²t �a thùc hai h¤ng tû p(x, y) = xm + (−1)m−1ym. Ta câ ph¥n t½ch

p(x, y) = (x+ y)(xm−1 − xm−2y + · · ·+ (−1)m−1ym−1)

Ta �°t

q(x, y) = xm−1 − xm−2y + · · ·+ (−1)m−1ym−1,
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khi �â, rã r ng q l  �a thùc th÷ìng �¦y �õ cõa p(x, y). Nh÷ vªy p(x, y) l 

�a thùc câ h¤ng b² nh§t thäa m¢n p = sq vîi q l  �¦y �õ. Vªy p l  mët

�a thùc sharp hai bi¸n.

Khi m l´ ta câ

p(x, y) = xm + ym

l  �a thùc �èi xùng n¶n p l  �a thùc �èi xùng cüc trà hai bi¸n.

Chó þ 1.2.4. Khi m = 2r l  mët sè ch®n ta câ

(i) �a thùc

p(x, y) = xm + (−1)m−1ym

khæng l  �a thùc �èi xùng. Ta câ thº chùng minh �÷ñc r¬ng khæng câ

�a thùc �èi xùng thu¦n nh§t hai bi¸n (vîi h» sè tr¶n C) bªc ch®n câ

hai h¤ng tû chia h¸t cho x + y. Thªt vªy gi£ sû ng÷ñc l¤i, ta câ �a

thùc p(x, y) = cxayb + cxbya �èi xùng thu¦n nh§t hai bi¸n bªc a + b

ch®n câ hai h¤ng tû sao cho p(x, y) = (x+ y)q(x, y) vîi q(x, y) l  �a

thùc n o �â. Vîi y = −x, ta câ p(x,−x) = 0q(x,−x) = 0. M°t kh¡c,

v¼ a+ b ch®n n¶n a v  b câ còng t½nh ch®n l´. Do vªy (−1)a = (−1)b.

Ta suy ra

0 = p(x,−x) = cxa(−x)b + cxb(−x)a = 2(−1)acxa+b.

�¥y l  mët �i·u væ lþ.

(ii) �a thùc

p(x, y) = x2r + 2(−1)r−1xryr + y2r

l  �a thùc �èi xùng bªc m = 2r câ h¤ng b¬ng ba thäa m¢n

p(x, y) = (x+ y)(xr + (−1)r−1yr)(
r−1∑
j=0

(−1)jxr−1−jyj),

trong �â

q(x, y) = (xr + (−1)r−1yr)(
r−1∑
j=0

(−1)jxr−1−jyj),

l  �¦y �õ n¶n p l  �a thùc �èi xùng cüc trà hai bi¸n bªc ch®n v  câ

h¤ng b¬ng ba.


